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Elementy dráhy - Ω, I , ω

Poloha roviny dráhy je určena elementy:

1. Ω délka výstupného uzlu,

2. I sklon dráhy

Natočeńı pericentra elipsy vzhledem k uzlové p̌ŕımce určuje

• ωN argument pericentra.

Index N zde označuje, že takto se zavád́ı argument pericentra v
NEBESKÉ MECHANICE (družice, planety SS, satelity planet), v
dynamice exoplanet se zavád́ı argument periastra ω = ωN + 180◦,
tj. odeč́ıtá se od té uzlové polop̌ŕımky, p̌ri jej́ımž pr̊uchodu se
planeta bĺıž́ı k Zemi.

3. ω úhel (argument) periastra

• u pravá anomálie
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anomálie: sťredńı, excentrická, pravá

pravá anomálie v
excentrická anomálie u
sťredńı anomálie M
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Elementy dráhy - a, e, M
Základńı rovnice pro pohyb relativńıho vektoru ~r = ~r1 −~r0.

~r = x~P + y ~Q, r = a(1−e2)
1+e cos v . ~P je jednotkový vektor ve směru

periastra, ~Q lež́ı v rovině oběhu a je pootočen o 90◦ ve směru
pohybu.
x = r cos v = a(cos u − e), ⇒ r = a(1− e cos u),

y = r cos v =
√

1− e2 sin u, tan v
2 =

√
1+e
1−e tan u

2 .

u − e sin u = n(t − t0) = M, Keplerova rovnice, zde n = 2π
P , P

je perioda
n2a3 = G (m0 + m1), 3. Kepler̊uv zákon (G gravitačńı
konstanta 6.67259× 10−11m3kg−1s−2)

4. a velká poloosa dráhy,
5. e excentricita,
6. M sťredńı anomálie.

Ω, I , ω, a, e,M – 6 element̊u dráhy, a, e určuj́ı tvar dráhy, M polohu
~r na dráze
~r ,~̇r ⇐⇒ Ω, I , ω, a, e, l vztah je jednoznačný
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Radiálńı rychlost hvězdy

Známe-li elementy dráhy, potom radiálńı rychlost hvězdy Vr

(pr̊umět jej́ı rychlosti do směru spojnice pozorovatel - těžǐstě
systému hvězda planeta) je:

Vr = Vrt + K [cos (v + ω) + e cosω] , (1)

kde

K =
m1 sin I

M

2πa

P
√

1− e2
. (2)

M = m0 + m1 je celková hmotnost soustavy a Vrt je radiálńı
rychlost těžǐstě systému (konstanta na relevantńı časové škále).
Nezávislost na Ω. Nepoznáme I = 90◦,m1 = MJ a
I = 30◦,m1 = 2MJ .
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Odvozeńı vzorc̊u (1) a (2) pro zájemce, str.1

Bud’te ~X , ~Y , ~Z jednotkové vektory ve směrech os X ,Y ,Z . Tyto
vektory konč́ı na jednotkové sfé̌re v bodech, které též označ́ıme
X ,Y ,Z . Podobně vektory ~P, ~Q vedou do bodů P,Q na jednotkové
sfé̌re.
Vr = Vrt + (~̇r0

~Z ),
~̇r0 = − m1

m0+m1
(ẋ~P + ẏ ~Q)

Derivaćı vyjáďreńı x,y pomoćı excentrické anomálie dostaneme
ẋ = −au̇ sin u, ẏ = au̇

√
1− e2 cos u.

Pro u̇ dostaneme derivaćı Keplerovy rovnice
u̇ = 2π

P(1−e cos u) .
Po vyloučeńı excentrické anomálie ze vztahů pro x a y p̌rejdeme k
vyjáďreńı ẋ a ẏ pomoćı pravé anomálie
ẋ = − 2πa sin v

P
√

1−e2
, ẏ = 2πa

P
√

1−e2
(e + cos v).
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Odvozeńı vzorc̊u (1) a (2) pro zájemce, str.2

Jestliže na prvńım obrázku této prezentace vedeme hlavńı kružnici
body ZP a ta protne rovinu XY v bodě P ′, potom sférická sinova
věta pro trojúhelńık PVP’ umožńı určit
~P · ~Z = cos ∠POZ = sin ∠POP ′ = sinωN sin I = − sinω sin I
a obdobně
~Q · ~Z = cos ∠QOZ = sin ∠QOQ ′ = sin (ωN + 90◦) sin I =
− cosω sin I .
Tedy

~̇r0 = m1
(m0+m1)

2πa
P
√

1−e2

[
sin v~P − (e + cos v)~Q

]
,

~̇r0 · ~Z = m1 sin I
(m0+m1)

2πa
P
√

1−e2
[− sin v sinω + cosω cos v + e cosω].

Konečně tedy
Vr = Vrt + ~̇r0

~Z = Vrt + m1 sin I
(m0+m1)

2πa
P
√

1−e2
[cos (v + ω) + e cosω],

což jsme chtěli dokázat.
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Zobecněńı na systém dvou a v́ıce planet
V systému hvězda + 2 planety, jehož počátek je v těžǐsti, plat́ı
m0~r0 + m1~r1 + m2~r2 = ~0,
tedy
(m0 + m1 + m2)~r0 + m1(~r1 − ~r0) + m2(~r2 − ~r0) = ~0,
Označ́ıme-li celkovou hmotnost systému opět M = m0 + m1 + m2

a zavedeme relativńı vektory i-té planety vzhledem ke hvězdě

~r (1) = ~r1 − ~r0,
~r (2) = ~r2 − ~r0, dostaneme ~̇r0 = −m1

M
~̇r (1) − m2

M
~̇r (2)

Vzorec (1) pro radiálńı rychlost bude tak zobecněna na

Vr = Vrt +
2∑

j=1

Kj [cos (vj + ωj) + ej cosωj ] , (3)

Kj =
mj sin Ij

M

2πaj

Pj

√
1− e2

j

. (4)

Pro n planet se ve vzorćıch pro Vr i pro M sč́ıtá do n.
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K pro planety slunečńı soustavy

K =
m sin I

M

2πa

P
√

1− e2

Pro půlamplitudu K radiálńı rychlosti Slunce způsobenou
samotným Jupiterem, dostáváme (p̌ri I = 90◦)
KJup ∼ 12.5 m/s, podobně

KSat ∼ 2.8 m/s, a
KZem ∼ 9 cm/s.
V současné době se p̌resnost mě̌reńı RV dostává pod 1 m/s.
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Mě̌reńı RV
Mě̌reńı radiálńı rychlosti hvězdy se provád́ı určováńım posuvu
spektrálńıch čar způsobeného Dopplerovým jevem. V praxi máme
mě̌reńı RV (radial velocity) Vr v časech t1, t2, t3, · · · , označ́ıme je
V1,V2,V3, · · · , kde Vj = Vr (tj). V RV mě̌reńıch bývá ještě ťret́ı
sloupec, chyba mě̌reńı σj .
Pro jednoduchost p̌redpokládejme nejprve model s 1 planetou.
Publikovaná mě̌reńı redukována na rychlosti oběhu Země, rotace
Země a vlastńı pohyb (zbývaj́ıćı Vrt je jen offset).
Dále p̌redpokládáme, že známe hmotnost hvězdy z kvalitńıch
model̊u. Vezměme hrubý odhad periody P planety nap̌r. z
periodogramu źıskaného Lombovou-Scargleho metodou (popsána i
v Numerical Recipes). Pak lze hrubě odhadnout i m sin I , aby
půlamplituda K nabývala zhruba pozorované velikosti. Pro každou
šestici hodnot p1 = P, p2 = M sin I , p3 = e, p4 = ω, p5 = Vrt ,
p6 = M(t1) lze pak určit podle vzorce (1) pro každý čas tj
modelovou radiálńı rychlost Vr (tj , p) = Vr (tj , p1, p2, · · · , p6).
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Naš́ı úlohou je určit parametry pj tak, aby se body Vr (tj , p) co
nejv́ıce p̌rimykaly k pozorovaným bodům Vj .
1. možnost – Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
nebere v úvahu chyby (body mě̌rené s velkou chybou ovlivńı
parametry stejně, jako body mě̌rené s malou chybou).
2. χ2 statistika je lepš́ı. Minimalizuje

χ2 =
1

N −M

N∑
j=1

[
Vj − Vr (tj , p)

σj

]2

,

kde N je počet mě̌reńı a M je počet určovaných parametr̊u. Pro
všechna σj totožná dává stejný výsledek jako metoda nejmenš́ıch
čtverc̊u.
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Console Systemic, http://oklo.org

Úlohu určeńı element̊u dráhy z RV pozorováńı řeš́ı dostupný
program Console.jar (programováno v Javě). (na weblogu Grega
Laughlina). Autǒri programu jsou Meschiari, Wolf, Rivera,
Laughlin, Vogt, Butler. Součást́ı je databáze RV mě̌reńı (některá
dexterizována :-). Uḿı

• Lombův-Scargleho periodogram

• χ2 minimalizaci pomoćı tzv. Levenbergova-Marquardtova
algoritmu (ten je opět v Numerical Recipes) a to i pro v́ıce
planet

• periodogram rezidúı

• řeš́ı i situaci, kdy se planety ovlivňuj́ı natolik, že nelze už́ıt
aproximace Keplerovou elipsou

• uḿı určit okamžik tranzitu planety p̌res hvězdu
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Console Systemic, http://oklo.org

• Spouštěńı programu: java -jar Console.jar

• Na poč́ıtači muśıte ḿıt program java (interpreter jazyka Java)

• Ukázka práce s programem pro HD 70642
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Sekulárńı vývoj
V současnosti známe asi 40 systémů s v́ıce než jednou planetou.
Planety interaguj́ı. Nap̌r. i ve slunečńı soustavě - pomalé změny.
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Vliv interakce planet na určováńı element̊u dráhy
• Krátkoperiodické změny mohou ovlivnit fit. Program

Console.jar uḿı provést fit nejen pomoćı konstantńı Keplerovy
elipsy, ale i pomoćı numerické integrace. Výsledkem jsou
elementy elipsy v okamžiku prvńıho mě̌reńı RV. Výpočet trvá
výrazně déle.

• Sekulárńı změny jsou pomalé (periody v deśıtkách tiśıc let).
Pokud neńı interakce silná, lze na škálách deśıtek let použ́ıt fit
konstantńı Keplerovou elipsou. Ale POZOR, stabilitu dráhy je
ťreba určovat integraćı po dobu sekulárńı periody. Viz HD
12261.

• Program MERCURY (ve Fortranu) umožňuje rychlý výpočet
vyvoje element̊u dráhy s časem
(http://star.arm.ac.uk/ jec/home.html). Autorem je John. E.
Chambers. Uživatel měńı jen param.in (meze integrace, krok,
hustota výstupu, hmotnost hvězdy) a big.in (počátečńı
elementy planet), p̌ŕıpadně element.in (elementy na výstupu a
jejich formát).
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Př́ıklad HD 12661

Elementy jsou z katalogu
Buttler R. P., Wright J. T., Marcy, G. W., Fischer D. A.,
Vogt S. S., Tinney C. G., JonesH. R. A., Carter B. D.,
Johnson J. A., McCarthy C. and Penny A. J.: 2006, Catalog of
Nearby Exoplanets, Astrophys. J. 646, 505-522.

System M[MJ] MP sin I [MJ ] P[d ] a[AU] e $

HD 12661 1.11 2.34 262.53 0.83 0.361 116.3
1.83 1679 2.86 0.017 218.0

Tento katalog na śıti: http://exoplanets.org

Lepš́ı (Jean Schneider stálá aktualizace): http://exoplanet.eu
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Minimálńı vzdálenost

Sekulárńı perioda pro HD 12661 je 27 500 let.
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TTV - Transit Time Variations

Když jediná planeta ⇒ strojová pravidelnost tranzit̊u
Komplikovaná inverzńı úloha: nepravidelnost ⇒ hmotnost a
elementy ruš́ıćı planety

• Eric Algol, Jason Steffen, Re’em Sari, Will Clarkson
On detecting terrestrial planets with timing of giantn planet
transit, 2005, Mon. Not. R. Astron. Soc., 359, 567-579.

• Matthew J. Holman, Norman W. Murray
The use of transit timing to detect extrasolar planets with
masses as small as Earth, 2005, Science, 307, 1288.

• David Nesvorný, Alessandro Morbidelli
Mass and orbit determination from transit timing variations of
exoplanets, 2008, ApJ.,688, 636.
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TTV

Poťrebujeme:

• krátké periody rušené planety (nap̌r. horký Jupiter)

• rušićı planeta ∼ MJ , pak věťsinou stač́ı RV

• je-li hmotnost rušićı planety malá, pak bud’

• muśı být bĺızko k rušené planetě
• nebo muśı j́ıt o rezonančńı systém

Aby šlo použ́ıt TTV metodu, poťrebujeme husté mě̌reńı tranzit̊u.
Obrovská role pozorováńı amatér̊u ⇒ poťreba databáźı
http://brucegary.net/AXA/x.htm (Bruce L. Gary)
http://var2.astro.cz/ETD (S. Poddaný, L. Brát, O. Pejcha)
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Některé dynamicky zaj́ımavé systémy

• Nejjednoduš̌śı a nejlaciněǰśı postup: http://exoplanet.eu a
extremálńı hodnoty M sin I , a resp. P, e.

• Sofistikovaněǰśı p̌ŕıstup: Zóna života, rezonance planet, tranzit
v multiplanetárńım systému, výrazná interakce a podobně.

Často prvńı jednoduchý postup p̌rivede k týmž systémům, na které
vede postup druhý. Nap̌r. planeta s nejmenš́ı hmotnost́ı je
GL 581 e.Ta souviśı s prvńı objevenou planetou v zóně života
Gl 581 d.
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Gl 581

M∗ = 0.31MJ,R∗ = 0.33RJ, M-trpasĺık, Teff = 3310± 100K

Planeta MP sin I [MJ ] P[d ] a[AU] e ω

Gl 581 b 0.0492 5.36874 0.041 0. -
Gl 581 c 0.01686 12.9292 0.07 0.17 -110.
Gl 581 d 0.02231 66.8 0.22 0.38 -33.
Gl 581 e 0.006104 3.14942 0.03 0. -

MJ ∼ 317.8M⊕ ⇒
Minimálńı
Mb ∼ 15.6M⊕,Mc ∼ 5.4M⊕,Md ∼ 7.1M⊕,Me ∼ 1.9M⊕,
Zóna života 0.111− 0.216AU http://nsted.ipac.caltech.edu (klik
na Planetary Properties). Zde ovšem p̌redpoklad M∗ = 0.26MJ.
Posun na 0.31 posune i zónu života.
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Gl 581
Objev Gl 581 e v dubnu 2009 (Mayor et al.) způsobil i změnu
periody Gl 581 d z 84 dńı na 67 dńı (tj. i posun do obyvatelné
zóny). K = 1.85m/s. Úžasná p̌resnost. Nová pozorováńı RV
vakuovým spektrografem HARPS (na 3.6 m dalekohledu ESO na
La Silla observatǒri).
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Tři poznámky:

• Obrázek jsem vytvǒril on-line na exoplanet.eu. Tak tam lze
okamžitě vytvá̌ret všechny možné korelačńı diagramy. Objev z
r.1989 je HD 114762 b (LATHAM D. W., STEFANIK R. P.,
MAZEH T., MAYOR M., BURKI, G. The unseen companion
of HD114762 - A probable brown dwarf, 1989 Nature, 339,
38). M sin I = 11, 02MJ ⇒ proto je v seznamu.

• Je zaj́ımavé, že perioda 3.15 byla vidět i na původńıch datech.
Konzole na oklo.org (periodogram rezidúı po odstraněńı 88
denńı exoplanety).

• Otázka: Nakolik lze vě̌rit p̌ridáńı málo hmotné planety, která
o něco vylepš́ı χ2. Př́ıklad HD 17156 b, tranzit objeven a
potvrzen 10.9. a 1.10. 2008 (P ∼ 21d , 3, 2MJ , e = 0.67).
Short et al. hláśı HD 17156 c (0.063MJ ,P = 111d), je v
katalogu dodnes jako nepotvrzena. Zde pomáhá.F-test.
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F-test

F-test testuje pravděpodobnost nulové hypotézy (tj., že p̌ridaná
nová planeta je falešný alarm). Srovnává variance rezidúı a ze
známého teoretického rozděleńı jejich poměru F p̌ri platnosti
nulové hypotézy určuje tuto pravděpodobnost. Statistický základ
F-testu a program je v knize Numerical Recipes.
Program Console.jar uḿı pomoćı F-testu určit pravděpodobnost
toho, že p̌ridaná planeta je falešná. Př́ıklad pro HD 70642 c. Zde
pravděpodobnost falešné planety je 32%. Poťrebujeme rozhodně
pod 5%, sṕı̌se pod 2%, abychom mohli novou planetu brát vážně
(k publikaci nap̌r.). U HD 17156 c dává F-test dokonce 38%.
Přesto lze nap̌r. považovat planetu za hypotézu, určit dobu
tranzitu a snažit se ho nalézt. V dubnu 2007 objevil švýcarský tým
HD581 c (opět HARPS). V programu Systemic v té době 6 fit̊u s
podobnou planetou(F-test ∼ 25%).
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HD 60532

Př́ıklad systému v rezonanci: Pc : Pb ∼ 607d : 202d ∼ 3 : 1
Zachyceńı v rezonanćıch je možné jako důsledek migrace Nap̌r.

• 2:1: HD 82943, Gl 876, HD 128311, 47 Uma

• 3:2: HD 45364

• 3:1: HD 60532

HD 60532 je zaj́ımavý hlavně proto, že se tu podǎrilo sejmout
M sin I degeneraci.
Laskar J., Correia A. C. M.: 2009, A&A, 496, L5.
Pokud planety interaguj́ı znedbatelně, dostaneme stejné RV pro
I = 90◦ a Mb,Mc jako pro I = 20◦ a hmotnosti Mb/ sin I ,Mc/ sin I
(tedy ∼ 2.92-krát zvěťsené). Když planety interaguj́ı nelze použ́ıvat
Keplerových elips, ale pro fit muśıme integrovat. Při I = 20◦ se
systém pohybuje jinak (věťśı hmotnosti, výrazněǰśı interakce).
Parametr I lze tak též fitovat. Pro HD 60532 je I = 20◦.
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HD80606

Planeta HD 80606 b objevena v r.2001. Byla planetou s nejvěťśı
známou excentricitou e = 0.93366. Dnes na ťret́ım ḿıstě za
HD 20782 b (e = 0.97) a VB 10 b (zde může být až e = 0.98).
Hvězda VB 10 je typu M8V (hmotnost 0.0779M�).
Dramatický vývoj. Od r.2001 z RV známa dráha (P ∼ 111d).
20.listopadu 2007 pozorovańı dalekohledem Spitzer na 8µ. Doba
pozorováńı (30 hodin) pokrývala svrchńı konjunkci i pr̊uchod
periastrem. Byl pozorován zákryt, ač pravděpodobnost byla jen
15%.
Dř́ıve pozorován zákryt než tranzit.
Nebylo ani žrejmé, zda k tranzitu docháźı.
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Obrázky p̌revzaty z oklo.org od G. Laughlina.
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• Pozorováńı zákrytu ze Spitzerova teleskopu (Gregory Laughlin,
Drake Deming, Jonathan Langton, Daniel Kasen, Steve Vogt,
Paul Butler,Eugenio Rivera, Stefano Meschiari) vyšlo v
lednovém č́ısle Nature 2009.

• Horečka p̌red nejbližš́ım možným tranzitem 14.2.2009.

• 14.2.09 Chorvatsko, Finsko špatné podḿınky, zdá se že nikdo
p̌rechod nepozoroval.

• 23.2., 25.2., 26.2. p̌redány k publikaci ťri nezávislé práce s
pozorováńım tranzitu.
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